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ПОШИРЕННЯ ХВИЛЬ У ТРИШАРОВІЙ РІДИНІ  
З ВІЛЬНОЮ ПОВЕРХНЕЮ 
О.В.Авраменко, В.В.Нарадовий, Н.Ю.Пасєка 
Отримано умову поширення у тришаровій гідродинамічній системі хвиль, що 
біжать вздовж двох поверхонь контакту та вільної поверхні. 
Conditions of travelling wave propagation along two interfaces and free surface in 
three-fluid layer system were obtained. 
1. Вступ. Поширення та стійкість хвильових пакетів на поверхні 
контакту півнескінченних рідин вперше дослідив Найфе [16]. У статті [15] 
аналітично досліджується хвилі на поверхні контакту двох рідких 
півпросторів, за умови що одна із рідин в’язка. Відмітимо також роботи 
[17], [20], [10], [19], [12]. 
Особливий інтерес викликають дослідження не тільки поширення 
окремих хвильових пакетів, а і взаємодію внутрішніх та поверхневих хвиль. 
Наближення «твердої кришки» достатньо обґрунтоване в рамках окремих 
моделей хвильових рухів, але межі його достовірності для гравітаційно-
капілярних хвиль в рамках слабко нелінійної моделі також становить 
значний інтерес. 
Проведено дослідження генерації внутрішніх хвиль поверхневими у 
роботі [18]. Поширення гравітаційно-капілярних поверхневих хвиль за 
наявності генерації внутрішніх хвиль великої амплітуди розглянуто к 
короткохвильовому наближенні [11]. У статті [3] вивчено взаємодію 
поверхневих та внутрішніх хвиль зі збуреннями, що пересуваються.  
Вивчається  поширення коротких поверхневих хвиль з використанням 
променевої торії для лінійних хвиль, так і повного нелінійного чисельного 
розв’язку. Досліджено нелінійні внутрішні хвилі та солітони у шельфовій 
зоні Японського моря [9]. Виявлено основні закономірності направленості 
поширення внутрішніх хвиль на шельфі та поблизу материкового схилу. 
Розв’язки другого порядку для внутрішніх та поверхневих хвиль у 
двошаровій рідкій системі отримано методом збурень [13]. 
У статті [14] взаємодія між короткими поверхневими та довгими 
внутрішніми хвилями у двошаровій рідині досліджено методом 
багатомасштабних розвинень. Особливості поширення та структура 
хвильових пакетів, умови стійкості та форма обвідної хвильових пакетів 
різних гідродинамічних системах досліджуються методом багато 
масштабних розвинень у статтях [1], [2] , [4], [6], [7]. У роботі [8] 
розглядається нова слабко нелінійна задача поширення хвильових пакетів у 
гідродинамічній системі, яка складається з двох рідин з різними 
властивостями, верхня з яких обмежена згори вільною поверхнею. 
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У даній роботі розглядається задача поширення хвиль у 
гідродинамічній системі, яка складається з трьох рідин з різними 
властивостями, верхня з яких обмежена згори вільною поверхнею. 
Вивчаються умови поширення хвильових пакетів на вільній поверхні та на 
обох поверхнях контакту рідких шарів. На всіх трьох поверхнях 
враховується сила поверхневого натягу середовищ із урахуванням 
поверхневого натягу. 
 
2. Постановка задачі. Досліджується проблема поширення хвиль, що 
біжать, кінцевої амплітуди на поверхні контакту нижнього рідкого шару 
 0,:),( 11  zhxzx  з густиною 1 , середнього рідкого 
шару  '0,:),(' hzxzx   з густиною    та верхнього рідкого 
шару  22 ',:),( hzhxzx   з густиною 2 . Нижній та середній 
шари розділені поверхнею контакту ),(1 txz  , середній та верхній шари 
розділені поверхнею контакту ),( txz   , а верхній шар обмежений згори 
вільною поверхнею ),(0 txz  .  
При розв’язанні враховуємо силу 
поверхневого натягу на поверхнях 
контакту та на вільній поверхні з 
коефіцієнтами поверхневого натягу T , 'T  
та 0T . Сила тяжіння направлена 
перпендикулярно до поверхні розподілу 
від’ємному z-напрямку.  
Сформулюємо математичну постановку 
задачі у рамках лінійної теорії. Швидкість 
поширення пакетів у виражаються через 
градієнти потенціалів і тому потенціали 
повинні задовольняти рівнянням Лапласа у 
відповідних областях 
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Кінематичні та динамічні умови на поверхнях контакту та на вільній 
поверхні перенесемо на відповідні незбурені площини 
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на дні виконується умова не протікання 
 
1
1 при       0 hz
z



. (10) 
 
3. Аналітичний розв’язок та дисперсійне співвідношення. Розв’язок 
задачі (1)-(10) знайдено методом невизначених коефіцієнтів, у вигляді 
хвиль, що біжать, у формі 
 
    ),(sh)(ch 111 zhkebbezhkeaae iiii     (11) 
 
    ),(sh)(ch zhkeddezhkecce iiii     (12) 
 
    ),(sh)(ch 222 zhkeggezhkeffe iiii     (13) 
 
де tkx   , k – хвильове число центру хвильового пакету, ω – частота 
центру хвильового пакету. 
Підставляючи (11) в (4) та враховуючи (10), маємо 
 1 1sh( )i iae ae kht
    

, 
звідки отримуємо вираз для відхилення нижньої поверхні контакту 
 
 Випуск  69                       Серія: Математичні науки       НАУКОВI ЗАПИСКИ 
 
 6 
1 1sh( )
i iiae iae
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  
 
. 
Введемо позначення 1
sh( )ik kh
A a

 , 1
sh( )ik kh
A a

   та запишемо 
відхилення поверхні контакту 1  та потенціал швидкостей 1  у нижньому 
шарі 1  
 
 ii eAAe 1 , (14) 
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)sh(
)(ch
1
1
1 kh
zhk
eAAe
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
 . (15) 
Підставимо (14) і (15) в (5), (9). Отримаємо систему лінійних рівнянь 
відносно коефіцієнтів c i d. 
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З цієї системи отримуємо невідомі коефіцієнти c i d  у вигляді 
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де 
2 3 2
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. 
 
Отже, потенціал    у середньому шарі має вигляд 
  
 cth( ) ch( ( )) sh( ( ))
sh( )
i ii i ikh k h z k h z Ae Ae
k kh k k
    
  
            
.
 (16) 
 
Тепер, легко знайти   , для цього підставимо у формулу (2) вираз для    
(16). Отримаємо, що 
 
 


 ii eAAe  . (17) 
 
  НАУКОВI ЗАПИСКИ                      Серія: Математичні науки   Випуск  69 
 
 7 
Підставляючи (16), (17) в (3), (8) знаходимо вираз для потенціалу 
швидкостей 2  у верхньому шарі 
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де  
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. 
 
Підставляючи знайдений вираз для 2  в (6) отримуємо вираз для відхилення 
вільної поверхні 0  
 
 0 i iikM Ae Ae  
   . 
 
Підставляючи знайдені розв’язки в (7) отримуємо дисперсійне рівняння, що 
пов’язує між собою частоту та хвильове число  
 
3
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2
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iM k h h
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

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. 
 
Дисперсійне рівняння задає умови поширення лінійно стійких хвильових 
пакетів у розглядуваній гідродинамічній системі. 
Достовірність отриманого дисперсійного співвідношення 
підтверджують виконання відповідних граничних переходів та порівняння 
його з аналогічними результатами для гідродинамічних систем «шар-шар» 
[8], «півпростір-півпростір» [5], «півпростір з вільною поверхню» [10]. 
 
4. Висновки. Проведено дослідження тришарової гідродинамічної 
системи з вільною поверхнею, отримано розв’язки у вигляді хвиль, що 
біжать, а також знайдено відповідне дисперсійне рівняння. 
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